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2OVOPTICELS

1 H ypagiki mapdotaon e ovvaptnong —f  eivan cuppetpikn, o¢ mpog tov dEova X X, TG
YPOPIKNG Tapdotoong tng f.

2 Av £, g givan 600 cvvapticels pe tedia opiopov A, B avtiotoo, toten gof opileton av
f(A)nB=J.

3 Av yuo 800 cuvaptioslg F,g opifovtat ot cuvaptioeig fog kar gof , 101 10ydeL TAvTOTE
ot fog=gof.

4 Av yuo 600 cuvaptioslg f,g opifovtar ot fog ko gof, tote givar vroypewtikd fog=gof .

5 To medio opiopo g g o f amoteheitol and OAo ta oToL ElR X TOV TTESIOV OpLopov ¢ T, Yia
ta omofa to f(X) aviikel oto medio opiopod Mg g .

6 Av f, g, h givan Tpeig cuvaptioeg kat opiletonn ho (g ° f) 101€ opileTan kaim (h ° g) of xo
wyver ho(gof)=(hog)ef.

7 Mua cuvaptnon f pe medio opiopol A Aéue 6Tt Tapovctalet (0AMKd) Ay IoTO 6TO X, €A,
otav f(x)=f(x,) yukébe XeA.

AGKNGOTOMS

8 Mia cvvaptnon f Aéyetar yvnoing avovsa oe éva dtdotnpa A Tov mediov opiopol e, ov
VIAPROVY X;, X, EA pE X, <X, tétown, dote f(x,)<f(X,).

9 Ké0e suvaptnon, mov givai 1-1 oto medio opiopov g, ival yvnoing povotovn.

10 | Mo suvapmon f: A - R Aéyetar cuvaptnon 1-1, 6tav yio onowdnrote X, X, €A 1oydeLn
cuveraymyn: av X, # X,, tote f(x,)=f(X,).

11 | Mia ovvéptnon f: A— R eivar cvovdptnon 1 — 1, av kot povo av yio onotadmote
XX, € A 1oy0eL n cuvenoyoy: av X, =X, , tote f(x,)=f(x,).

12 | Av wa cvvaptnon f eivan yvnoiog povotovn og €va ddotnpa A, tote ivar kot 1-1 610
dthotnpo avtd.

13 | Ymdpyovv cvvoptioelg mov gival 1-1, aAld dev eivar yvnoiog LOVOTOVEG.

14 | Mw cvvdptnon f eivon 1-1, av kot povo av yio kdBe ototyeio y Tov GuVOAOL TV TNG N
egiowon T (X) =Y &xel akpipog pio Avon g Tpog X.

15 | Avn f éxet avtiotpogn cuvapmon ™ ko n ypagiky mapdotacn e f éxet éva koo onueio
A e v evbeia Y =X, 10Te T0 onueio A avikel 6T Ypopiky mopdotacn e .

16 | Av n owvapmnon f: A — R eivon 1-1, tote 1oydet T (f (X)) =X, XeA.

17 | Av ma ocvvéptnon f: A — R sivan 1-1, tote Y100 TV avtictpoen cuvépmon 1 oydet:
f"l(f (X)) =X, X €A ka f(f"l(y)) =y,yef(A).

18 | O ypagikéc mapaotaoceic C kot C tov cvvaptioeny f kot F sivan cuppstpicéc og Tpog
v gubeio Y =X mov dryotopel Tig yovieg xOy kar x 'Oy’

19

Av éva onpueio M(a,B)owﬁK?,l TN YPOPIKT TOPACTOOT| OGS OVTIGTPEYIUNG cuvaptnong f,

tOTE TO OoMUEio M'(B,a) OVIKEL 61 Ypopik| mapdotacn g F .
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20 | Av o ovvaptnon f eivar 1-1 oo medio opiopov G, TOTE LILAPYOLV GNUELN TS YPUPIKNG
mapdotoong e f pe v 0o teTaypévn.
Opw
21 Iimf(X)zf,ow Kot Hovo av Iimf(x): |im+f(X)=€.
22 | "Eoto o cuvapon f opiopévn 6 éva cbvoro g popeig (o,x, ) U (Xe.B) ko  évag
mporypotikds appog. Tote wyvel 1 iodvvapia: lim f(x)=¢ < lim (f (x) —f) =0.
23 | Av vmapyet To 6pro g suviptnong f 6to Xo ko lim f(x)| =0t6te lim f(x) =0.
24 | Av limf(x)>0 téte f(x)>0 xovté 610 Xo .
X=X
25 | Av limf(x)<0, téte f(X)<0 xovrd ot0 X, .
26 | Av ot suvaptioelg £xouv Opto 6To X kot wydet T(X)<g(X)rovrd oto xo, ToTE
limf(x)< limg(x).
27 | Avurdpyoov 1o lim (f (x)+ g(x)) , ToTe kat” avéykn vrapyovy ta. lim f(x) ka
X—>Xg X—=Xq
limg(x).
AGKNGOTOMS
28 | T k60 Cevyos ouvaptioeov iR >R kot g:R >R, av limf(x)=0 ko
lim g(x) =+, tote lim[f(x)-g(x)]=0.
29 | Avurépyet to 6pto g f oo X, t6te lim '{jf (x) =«/limf(x) epocov f(x)>0 xovid ot0
X, ne keN ko K>2.
30 ) , . 1
Av limf(x)=0 xa f(x)>0 xovid o10 X,, TTE liM —— = +20.
X—>Xg x—>x0f(x)
1
3 Av limf(x)=+0 1 —o0 , T01¢ |imi=0.
X=X, xaxof(x)
32 i o e Tt () =
Av )!Lryof(x) o0, TOTE )!I_)n)‘(lo( f(x)) +00 .
33 | Aveivar lim f(x)=-+o0, 161¢ f(X)<0 KOVTA GTO X, .
X—Xg
34 - . .
Av XlLrDOf (X) =—00, 101€ f(X) >0 kovtd 610 X, .
35

Av givon Iimf(X):—oo,r(’)ta lim f(X)‘:—koo.

X—>Xg X—>Xg
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36

‘Eoto o cvvaptnon £ mov eivar opiopévn og £va 6hvoro g popeng (o,x,)U(xy,B).

Ioyvet 1 1codvvapia )!I_m f(x)=—0 < (Xlirxn_f (x)= Iim+f (x)=—00)
0 —X X—>X,

37

Av a>1 tote lima* =0.

X—>—00

38 | Av O<a<l, tote XILTO“XZ"'OO'
39 IimGUVX_lzl.
x>0 X
40 Ioyvel ot Xlirpw% =1.
4 Ioyvel ot legg% =0.

42

Ioyve ot |nux| < |x| v kibe XeR .

AOGKNGOTOAMG

YovEyeln — Oe@pPUaTa GVVELELOG

43

Av 1 ovvapmon f eivon cuveyng oto X, kaim cvvaptnon g eivat cuveyng 6to X, , TOTEM
ovvbeon tovgg o f ivan cuveyng oto X, .

44

Av 1 ovvapton T givar opiopévn 610 [a,B] KOl GUVEYNG GTO ((1,[3] , tote 1 T maipver mévrote

010 [a,B] pio péytotn Tiun.

45

Av o cvvaptnon T eivar cuveyng o éva didotnua A kot de undeviletan og avTo, TOTE OV
1N eivon OeTikn yio kGBe X € A 1 eivar apvnTikn yio kéBe X € A, dnhadn dwatnpel otabepd
TPOSUO 610 A.

46

H swovo T (A) €VOG O100THOTOC A HECM MG GVVEYOVS Kol un otabepng cuvaptnong f elvar

diaotna.

47

Av 1 T glvan ocvveyng oto [(x,B] ue f (a) <0 ko vrapyel & e (a,B) oote T (é) =0, tote Kot

avéyxn f(B)>0.

48

Av 1 ovvdpmon f eivar cuveyng oto ddoTnua [a,B] KOl Vhpyel X, € (a,B) TETO10 OOTE

f(X,)=0, tote kot avaykn Oa woyde f(a)f(B)<O0.

49

Mia cuveyng ovvaptnon f diatnpei tpdonpo og kabéva omd Ta SLGTAOTO GTA 0Toio Ot
dradoykég pilec e T ympilovv 1o Tedio opiopo g,

50

Av o ovvaptnon f eivar yynoiog edivovoa kot cuveyrng o€ £va ovoktd didotnua (a,B) ,

TOTE TO GUVOAO TIUMV TNG GTO OLAGTN O AVLTO Eival TO SLAGTNHY (A,B) , 0mov A = lim f (x)
kot B=lim f(x).

X—p~

51

Av 1 f elvan cuveyng oto [a,B] , Tote M f Taipvel 610 [(x,B] o péytotn T M ko pia
EAAYLOTN TN M.
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Hopaymwyog

52

Kabe ouvaptnon f cvveyrc og éva onpeio tov mediov opiopon g givat Kot mopoyyiotun
610 oNueio aTo.

53

Av o suvapton f dev eivar cuveyng oto X, , tote N T dev eivar mapaywyicun oo X, .

54 | Avn f eivar mapayoyiown oto X, , tote 1 givol mavtote cuveyfc 6To X, -
35 | Avn f éyet debtepn mapdywyo oto X, ,tote N f givan cuveyg oto X, .

56 (csvvx)' =nux, xeR.

57

Ioyvet 0 TOmog (3*) =x-3", yia kdPe XeR.

*8 | i cade xeR, =R —{x/ovvx =0} wyver: (spx) =— 12 :
ouv’x
59 ' 1
opx) =———, XeR—{x/nux =0} .
N —
AOCKNGOTTOMG
60

Av f(x)=In|x| yw k60e x =0, t61¢ f'(X)=i Y10 k60e X = 0.

X

61

!

Av f(x)=a", a>0, 161e W0ydeL (ax) =x0“ ",

62

Av ot ovuvaptiocels f,g eivon nopayoyicipeg 6to X, , T0Te n cuvaptnon -9 eivar

napoyeyiown oto X, kat wydet: (f -g)' (%) =F"(%,)9'(X,)-

63

I'a dYo omotecdnmote cuvaptoels £, g mapaywyiciues 6to X, oYvEL

(f -g)'(xo)=f’(xo)g(x0)—f(xo)g’(xo).

64

Av ot ovvaptioelc f kot g etvon mapaywyioiec 6o X, kot g (Xo ) # 0 101€ KO M| GLVAPTNON

f’(xo)g(xo)—f(xo)g’(xo) '

(g(xo))z

f
— glvon mapaywyion 610 X, Kot o)veL: (ij (Xo)=
g g

65

INo k@O cvveyn cvvaptnon f :[a,B] — R, n onoia eivon Topaywyicun oto (a,ﬁ) , QV

f(a)=f(B) , tote vrapyeL axpBag éva & e(a,B) tétow0 dote f'(£)=0.

66

Av 1 ovvdpmon f eivar mapoyoyioyn oto R ko dev eivon avtiotpéyun, t0te vIdpyet
KAELOTO O1AGTN U [(x,B] , oto omoio 1 f wavorotei Tic Tpobmobéaelg Tov Bewpnpatog Rolle.

67

K&0e cuvapon f, yio v omofa woydet '(x) =0 yia ke X € (o, X, ) (X, B), etvar

otabepn oto (X, ) U (X,.B).

68

‘Ecto 600 cuvaptioelg f,g opiopévec og éva didotua A. Av ot f,g eivar cuveyeic ato A kat

f'(x)=0'(x) v k60 ecwTepcd onueio X Tov A tote W)deL f(X)=g(X) Y1 k4Oe X €A.
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69

Eoto o cvvaptnon f ouveync og éva didomua A kot mopaymyiciun 61o £60TEPIKO TOL A.

Av 1 T eivar yvnoing adéovoa oto A, T0TE 1 TAPAY®YOG TNG OEV EIVOL VTTOYPEMTIKG, OETIKT|
GTO E0MTEPIKO TOV A,

70

‘Eoto wo cvvaptnon f, n onoia eivar cuveyng og éva ddotua A. Av f’(X) >0 og kabe

gomTePIKO onueio X tov A, tote 1 T elvan yvnoiog ebivovso e 6Lo to A.

71

Eoto f o cuvapmmon cvuveync o’ éva dtdotnua A Kol Topayoyiciun o€ Ka0s ecmteptkd X

tov A. Av 1 cuvapton f gival yvnoeimng adéovca oto A toTE f'(X) >0 o¢ kb ecmTEPIKO

onueio X Tov A.

72

"Eotm cvvaptnon f cuveyng o éva dtdotnua A kot mapayoyioiun o kébe ecwtepikd onpeio

oV A. Av 1 cuvdptnon f eivar yynoimg ebivovoa oto A, tOTE N TAPAYOYOS TG Eivat
VIOYPEMTIKG APVNTIKT] GTO E6MTEPIKO TOV A .

73

‘Eoto wa ovvaptmon f opiopévn og éva Stdompa A kot X, €va ecoteptcd onpeio tov A. Av

N f elvor Tapayoyioyn oto X, Kot f’(xO ) =0, t61e 1 f mapovsiilel vroypewtikd ToMKO

aKpOTOTO GTO X .

74

'Eotm cvvaptnon f opiouévn kot Topaymyiciun 6to SlioTnuo [a,B] Kot onueio X, € [a,B]

o710 onoto 1 f mapovordletl tomikd péyioto. Tote mdvra woydet 6t f'(Xx,)=0.
w 0

75

o k6e cuvaptnon F:R - R nov givar mapayoyicyn kot dev mapovoidlet akpdrata,
wyver f'(x)#0 ykébe xeR.

AOGKNGOTOMG

76

Av pia cuvaptnon f mtapovoidlet (oAko) péyioto, T0te avTo Ba glvar To peyalvtepo and o
TOTK( TNG LEYIOTAL.

77

"Eva tomikd péyioto pag ocvvaptnong f umopet va givar pukpdtepo amd Eva Tomikd eAdyloto

mg f.

78

Ta eowtepcd onueio Tov daotirotog A, ota onoia 1 f dev Tapaywyiletal N n wapdywydg
¢ elvar ion pe 1o 0, Aéyovtou kpioyo onueia g f oto didotnua A.

79

‘Eocto pia cuvaptnon f mapaymyiciun ¢' €va dtdotnua ((x,B) , Le e€aipeon lomg éva onpeio

00 X, , 670 onofo dpag N f eivar suveyns. Av f'(x)>0 oo (a,x,) kon f'(x)<0 oto0

(Xo,B) , T0TE TO X, EIVON TOMIKO EAGHI0TO TG f.

80

‘Eoto pio cvvapmmon T ovveync og éva dtdotpo A Kot 600 QOpEG TAPAYOYIGIUN GTO

ec0Tepkd Tov A. Av f"(X) >0 y1a k60e ecmtepico onpeio X Tov A, tote 1 f eivan kupt
o610 A.

81

Av o ovvéptnon f ivar kop o éva oo A, TOTE 1| EPATTOUEVT TNG YPAPIKNG
napdotacng g f oe kGO onueio tov A Bpicketon «Tavw» oo TN YPUPIKN THG TapdeTac.

82

Av wa cvvapton f ivar koikn 6° éva ddotnua A, TOTE 1) EPATTOUEVT TNG YPOPIKNG
napdotacng g f og kabe onueio tov A Bpioketor K4T® Amd T YPAPIKN TAPAGTAGT, UE
e€aipeon 1o onueio ETOPNG.

83

Av ma cvvaptnon f eivan 00 popéc mapaywyicun oto R ko otpépet o koila mpog To. Avo,
101e kat avéykn Bo wyder F7(X) >0 ya kabe X R .

84

"Eoto pia cvuvaptnon f ovveyng oe éva dtdotua A Kot S0 POPEC TAPAYMYIGLUN GTO

€00TEPIKO TOV A . Av 1 f glvar kupti 610 A, TOTE LIOYPEMTIKA f"(x) >0 yio kGOe

gomtePKO onueio tov A .

85

‘Eoto o cvvaptnon f mapayoyiciun o’ éva ot ((x,B) ue e€aipeon iowg €va onueio

0V X, .Avn f elvon kvupt oT0 (a,xo) Kol KOiAn 6T0 (XO,B) N avToTpdPWG, TOTE TO oNpEio

A(xo,f (X, )) givo VIoYPEWTIKA onueio Kaumng TS Ypaeikig mapdotoong g f.

86

Yrapyet tohvovopkn cvvdptnon Babpod v =2, n onoia £El ACOUTTOTY.
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Oloxkinpopata

87 B s b
Ioyver n oyéon If (x)g'(x)dx = [f (x)g(x)]OL - Jf’(x)g(x)dx , omov f',g’ efvon cvveyeic
ovvapticelg oto [a,p].

88 Jﬁf (x)g'(x)dx :[f (X)g(X)J i + Iﬁf’(x)g (x)dx , omov f'g’ eivan cvveygic cuvaptioel
oto [a,B].

89 Av f cuvaptnon cuveync oto ddotnpo [a,B] Kol yuo Kabe X € [(x,B] woyvel T (X) >0, 16te
f "t (x)dx>0.

0 I'o kdBe cuvaptnon T, cuveyn oto [OL,B] , loy0eL: av J.Bf (X)dx >0, tote f (X) >0 oto
o .

91 ‘Eoto T pa cvveyng cuvdptnon oe éva didotnua [a,B] . Avoyoe ot f (X) >0 yuw x6Be

Xe [a,B] kot ovvaptnon f dev givan movtod pndév oto didotnuo owtd, TOTE

Tf(x)dx>0.

92 Av o ovvaptnon f eivat cuveyng oto KAeloTd StdoTnuo [a,ﬁ] kot toydet f (X) >0 y1o kGOe

B
x e[a,B], totE If(x)dx >0.

AGKNGOTOMG
3 Av jjf (x)dx >0 t61e KO avéykn Ba eivon F(X)>0 yio k6be X €[o,B].
94 Av 1 T givar cuveync oe drdotnua A kot o, B,y € A, tote 16Y0EL:
Jff (x)dx = .[:f (x)dx + Lﬁf (x)dx .
95 Av o ovvaptnon T eivar cvveyng o éva didonua [a,ﬁ] Ko wyvel T (X) <0 ywo xéOe
Xe [a,B] , TOTE 10 gUPadOV TOL Ywpiov Q wov opiletal amod ) yYpagikn mapdotacn g f,
ug evbeieg X =0, X =B Kau tov Gfova x'X eivar E(Q)= [ £(x)dx
96 Av f,9, " eivon cvveygic cuvapticelg oto didoTnuo [a,B] , TOTE:
[T () (x)dx =[ £ (x)aix [ g (x)dx
97 INa k@b cuveyn ocvvaptnon f :[a,B] - R, av G givar o Ttapdyovsa g f 6to [a,B] ToTE

J, F(x)dx =G (a)-G(p).

98 ‘Eoto f po cuveyng ocvuvaptnon oe £va dtdotnpa [a,B] . Av G gtvon pa mapdryovoa g £

oto [.]. woe: [ F(t)dt=G(B)~G(a).

%9 I'a k6Be coveyn ovvépmon f:[o,B] >R, av ioyder J.;f (x)dx =0 tote f(X)=0 o

KGOe X [a,B].

100 | 4, n f eivon cuverng oo [a,B] , tote wyveEt Iﬁf (x)dx = —I

6
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101 To ohoxkAnpopa jﬁf (X)dx glvai ico e 1o dBpotopa TV UPad®V TV YOPI®V TOL
Bpiokoviar mave amd tov dEova XX peiov 1o dBpoicua TV eufaddv Tov Ympiov Tov
Bpiokovtol kKGtw and tov aEova X X.
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